
О некоторых свойствах трансцендентных чисел первого класса. 

Д. Д. Мордухай-Болтовской (Ростов на Дону). 

§ 1. Признак трансцендентности Л ь ю в и л л я . 

Алгебраическое число определяется как корень уравнения: 

aQxm + а,х^ + . . . + ат_у, + ам = 0 , ( 1 ) 

где а. целые рациональные числа. 
Число не алгебраическое, т. е. не определяемое уравнением (1) называется 

тр ансцеи дентным. 
То, что существуют числа трансцендентные, это доказывается тем, что мно

жество алгебраических чисел счетное, в то время, как множество всех иррацио
нальных чисел — мощности континуума. 

Но существование трансцендентных чисел было обосновано еще до создания 
теории множеств на основании достаточного условия трансцендентности, указан
ного Л ь ю в и л л е м 1 ) . 

Это условие определяет низшую границу для абсолютной величины отклоне
ния числа от рациональной дроби, приближенно его выражающей. 

Если алгебраическое число х определяется неприводимым уравнением п-ой 

степени, а ^ рациональная дробь, то для всех значений q, превосходящих неко

торую границу: 

>4> (2) I _р 

IJ q 

где Л ^> 0 не зависит от q. 
Это условие необходимое, но недостаточное алгебраичности числа; как 

следствие отсюда вытекает условие не необходимое, но достаточное трансцен
дентности. 

Прежде всего, фиксируя п, можем сказать: 
Если для достаточно больших q 

то х не определяется никаким неприводимым уравнением п-ой или ниже степени. 

*) Journal de Liouville. Т. XYI. Е. В о г е 1. Legons sur la theorie des fonctions. Paris. 1914. 



Если неравенство 

Р (3)' 

имеет место для всякого н при достаточно больших q, то х наверно число 
трапсг(ендентпое. _ 

На основании этого признака во многих случаях мы имеем возможность 
доказывать трансцендентность построенных с помощью разложений чисел. 

Так, можно видеть, что ряд 

1 4 _ L _ + _ L _ + , _ J (4) 

при &(п) таком, что -О-Ы^^п1) и целое 

Ыт 
п = о о ^ + 1) 

Ф(п) таком, что ф(п)^>0 и целое 
>(«)(«-1-1) 

выражает число трансцендентное. 
В самом деле, при выставленных условиях (*) 

(*) 

- * | < J U Гхн 1 L. 1
 1 1 

(/I [ y ( » + l ) ] H ( n + 1)L T » + 2 T ( 4 2 ) j t J ' 1 

если положить 

ю + 2 
[ф(п-{- l ) fC«i - i ) д _|_ 1' 

1 , , 1 
1 [g>(w)]»K»> ' 

Положение будет доказано, если докажем, что 

1 w + 2 1 
Ш ~ « = * [?>(w + 1 ) 1 ^ - l ) п + 1 1 [ r />(»)f И 

при всяком положительном ПОСТОЯННОМ /.'. 

Но 
ф{п) lk'Kn) 1 

= 0 

= / Г т 
n = « U(w + 1) J [9>(я + l ) F n + 2 ) - ' 

Г ф(п) f^n) Г 1 -!*»(») 
L9>(«+1)J U + U 

1 
lim 

i>0 ̂ L 1 J 
= 0. 

В частном случае можно положить 

ф(п)=п\, &(п)=п\ или &(п) = пп и т. д. 

!) В настоящем случае достаточно положить ^> 0. По наше разложение нам еще больше 
понадобится, когда 8(м) > п. 



§ 2 . Неравенство Льювилля. 

Для дальнейшего будет иметь значение не только неравенство (2), но и 
вывод его. 

Л ыо в и л л ь исходит из формулы Л а г р а и ж а: 

где 
№ —f(-r0) = («—''o)f(§)> 

r 0 < g < a . а • 

(5) 

/•<*) = V*- + <V*~4 h « M ( » > ! ) • 

Отсюда при f(.in) — 0: 
f(a)==(a—.r9)f'(U), 

IГ(I) I ' 

(5)' 

(6) 

где I J означает аосолютное значение. 
Производную f'(u) в случае неприводимости уравнения f(x) = 0, а потому и 

отсутствия у него кратных корней можем предполагать при достаточно малом 
промежутке (а, х0), иначе говоря, при достаточно большом q, не равной нулю. 

В самом деле, если / 0 не кратный корень, то в достаточно малом проме
жутке около ,г0 совсем не будет нулей функции f\x). 

Мы можем положить: 
| / » | < Л / р / > 0 ) 

при 
>\ 5 5 а. 

Далее 
./р 
\<1 

где С целое положительное число, которое не может быть нулем в силу не
приводимости уравнения /'(./-) = 0. 

Отсюда 

где Л не зависит от q, ибо, во первых, О 1; во вторых, за М можно всегда при
нять такое число, что 

в промежутке (.r0, xi)9 объемлющем (.г0, а). 
Неравенство Л ь ю в и л л я : 

. . . . . , - . / ' ( « ) 
м ( 7 ) 

может иметь и более широкое применение. 
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Если f(x) трансцендентная ' функция, голоморфная вблизи .г0, причем х0 ее 4 

простой нуль, то из неравенства 
I/•(«)!><» 

оно дает возможность сделать заключение 

\ a — J'o\ > Jj 

§ 3. Некоторые обобщения неравенства Льювилля. 

Если относительно f(x) известно только то, что она функция голоморфная 
в некоторой области, то мы можем считать ее нули только конечного порядка. 

Если вещественная точка х0 есть ^-кратный нуль функции f(x), то вместо 
(5)' имеем 

а вместо (7) 

l«--.i>™?>' ; <»>, 
Л Р 

Мр = max 

(а>х>х0), 

I 

(8) 

которое находит совершенно такое же применение, что неравенство (7). 
Отмечаем еще обращенное неравенство Л ь ю в и л л я . 
Из (6) выводим также, что 

где 
ш а х | ^ ) | ) ( а < * < * ) ; 

т = mm \t (х) I J " 

в случае же кратных корней имеем аналогичным образом 

I A — Г » | < Т4У { 8 ) Р 

Укажем еще дальнейшее расширение области применения выведенных не
равенств. 

Мы можем иметь f(x0) = 0 и в случае х0 особой точки /'(,/). Если это осо
бая точка алгебраического типа (критическая), каковой может быть только точка 
разветвления, то, полагая 

(х — х0)> = *, 

приводим f(x) к голоморфной функции cp(g), а неравенство (7)^, в настоящем 
случае 

Р 
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Заметим еще, что неравенство Л ь ю в и л л я (7) и его обобщения (1)р и 
{7)р остаются в силе и в случае комплексных а, х. 

Интегрированием по частям легко убеждаемся, что в случае голоморфности 
функции внутри некоторой области Q, содержащей (а, х) и при условии, что 

/Ve) = 0, f V o ) = 0 . . . /X»-D( .r 0 ) = 0, № 0 ) ^ о , 

< \ | /'(М) 00 | \а — и\ п~1 (1| а — и | = 

где интеграл взят но прямой ах0. 
Далее замечаем, что 

/»(и) (а — и)п~Чи 

= j | /<*) (ад) 16n-^/6\ 

о 
Но 

s 

|/Xn) ( H ) | ^ - 1 ^ < - / W , 

О 
где / ( м ) наибольшее значение 

| /W (#) | в 42. 
Таким образом: 

^ / 1 я ) > | / ' ( « ) 1 , 

откуда и вытекает неравенство (7) . 

§ 4. Ряды алгебраических чисел, приближенно определяющие трансцен
дентные. 

Как продолжение Л ь ю в и л л е в с к о й работы следует выставить изыскание 
признаков трансцендентности, когда число задается, как предел сходящегося ряда: 

г/2\ № , (9) 

члены которого не рациональные дроби, а вообще алгебраические числа, опреде
ляемые каким-либо образом. 

у(Я определяется алгебраическим уравнением 

к неравенству 
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Система коэффициентов целых или вообще рациональных 

• 6<Л ь\л . . . b{j) 

о 1 по

меняется с изменением j , а равно и их число, иначе,— степень уравнения п. 

Следует различать случаи: 
1) когда п. остается неизменным, все уравнения одной и той же степени. 
Особенного внимания заслуживает случай правильного возрастания коэффи

циентов (для которого мы и дадим результаты), когда 
(Л ! 

и Е—определенное число, не зависящее от j . 
2) п. возрастает вместе с j . Это будет, если от уравнения к уравнению 

переходить присоединением новых членов так, что последовательные приближения 
• х определяются уравнениями 

ь0-\-ъ1х = о 

^ + V ' + V 2 + - - + M n - 0 ; 

иначе говоря, х представляется корнем уравнения 

/ v | _ / v , . . /,а,< . . . . . . . о. 

Так, число ж определяется, как корень уравнения 

а?8 | JES _ 0 

Х 1.2.В" 1" 1 . 2 . 3 . 4 . 5 

Предполагая сокращенными на их общий делитель, мы будем называть 

*2 !ь? I = (Ь<Л) 
1=0 

высотой уравнения (10)^-. 
В случае правильного возрастания 

§ 5. Собственно трансцендентные числа и гипертрансцендентные. 

Мы укажем еще одно направление для обобщения исследований Л ь ю-
в и л л я. 

Совершенно таким же образом, как из множества иррациональных чисел 
выделяется счетное множество чисел алгебраических, так из множества чисел 
трансцендентных выделяется счетное множество собственно трансцендентных 
чисел, которые обладают не только одним отрицательным определением, противо
полагающим их числам алгебраическим, но еще характеризуются некоторыми опе
рациями, с помощью которых они получаются. 
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Замечая, что число с можно определить, как 

!? У< 

(1 + ^ ) / / h 

Ух = о — О, 

ly а, где а рациональное число, как у х - а , если 

Ху' : • 1, 

причем 
Ух = 1 = 0, и т. д., ~ 

мы видим, что все исследованные трансцендентные числа подходят под форму 

где с рационально, а у определяется условием 

f(x, у , у 1 . . . & » ) ) = {): (11) 

/ полином с рациональными или, что все равно, с целыми коэффициентами от 
(.г, у , у'...#(»>), 

У а = Ь, У и V" • • • У { а ~ 1 ) = 1>п-1, С1 2) 

a . bj рациональные числа. 
Вот такого рода трансцендентные числа будем называть собственно-транс

цендентными, противополагая им тпертрансцендентные. 
Что множество собственно трансцендентных чисел — счетное, это следует 

из того, что для данного п в уравнении 

у)у'п + ?Ф, / / У " " ^ •••=<> 

коэффициенты #> .(.*•, у) дают счетное множество *), а равным образом и by 
Придавая же п последовательные значения, получаем счетное множество 

счетных множеств. 
Так как теперь коэффициенты в до у , у') в уравнении 

Ф 0 ( ^ У> У')У"п + (fi(j:> У> у')у"'г-] [ О 

1) G. C a n t o r . Crelles Journal. Bd. 77 (1873). 
E. B o r e 1. Lemons, sur la theorie des fonctions. 
К l o i n . Vortriige iibcr ausgewahlte Fragen der Elementargeometrie. 1895. 

если 

причем 

ж 
число—, как У х - и если 

причем 



образуют счетное множество, то, рассуждая таким же образом, получаем счетное 
множество собственно трансцендентных чисел, определяемых уравнением второго 
порядка и т. д. 

Но можно указать еще другую точку зрения, на основании которой числа 
классифицируются на собственно трансцендентные, представляющие решение урав
нения у = 0, где у определяется условиями (11). и (12), и гипертрансцендентные. 

Основная проблема теории гипертрансцендентных чисел — разыскание при
знаков гипертрансцеидентности в первом и втором смысле. 

Проблемы, связующие теорию трансцендентных чисел с аналитической тео
рией дифференциальных уравнений, должны исследовать условия определяемости 
собственно трансцендентного числа дифференциальным уравнением данного по
рядка или с данными особенностями интеграла. 

§ 6. Классы построений, выражающих собственно трансцендентные числа. 

Среди собственно трансцендентных чисел особого внимания заслуживают те, 
которые строятся с помощью символов алгебраических и элементарных транс
цендентных операций над целыми (или, все равно, рациональными) числами. Иссле
дование их свяжет теорию трансцендентных чисел не с новым функциональным, 
а со старым конструктивным анализом. 

Эти трансцендентные числа можно классифицировать, пользуясь принципом 
Л ь ю в и л л е в с к о й классификации *) трансцендентных функций. 

Мы называем 

еь, lg 0, sin 0, cos 0, arcsin 0, arccos 0, arctg 0, 

где 0— алгебр, число,— элементарными основными построениями первого класса. 
Число, определяемое таким построением (кроме исключительных значений 

для ен (в = 0)9 I g 0 ( 0 = l) , arcsin 0 ( 0 = 0), arccos 0 ( 0 = 1), arctg 0 ( 0 = 0 ) ) , 
как известно, трансцендентное, мы будем называть основным трансцендентным 
числом первого класса. 

Алгебраическая функция основных построений первого класса дает транс
цендентное (уже не основное) построение первого класса. Число, выражаемое 
трансцендентным построением первого класса, но не выражаемое алгебраически 
представляет трансцендентное (не основное) число первого класса. 

Конечно, отнесение числа к трансцендентным первого класса должно быть 
обосновано; что \/ 3 -f- Ъеъ—построение первого класса, это вытекает из самого 
определения, но что f/ 3 -[- эе3 — трансцендентное число первого класса, это вы
водится из трансцендентности е. 

lg 2 — 'V 2 — \/ с — построение первого класса. Мы докажем, что оно — 
число первого класса, если установим невозможность алгебраической зависимости 
между lg 2 и е. 

eHi, lg в1..., где 0Х—трансцендентное построение первого класса— основные 
трансцендентные построения второго класса. Алгебраическая функция их, а также 

1) L i o u v i l l e . Memoire sur la classification des transcendantes, Journal de Liouville, t. II, 
1837, p. 53; также мои работы по интегрированию в конечном виде, напр. „Об интегрировании 
трансцендентных функций". Известия Варшавского Университета за 1913 год. 
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основных построений первого класса дает построение (не основное) второго 
класса. 

Таково, например, 
У 8 ^ + 3 1 g ( l + l g 2 ) - 2 с \ 

Число, выражаемое построением второго класса, но не выражаемое по
строением первого класса или алгебраически, представляет трансцендентное число 
второго класса. 

Таким точно образом устанавливается понятие о трансцендентных построе
ниях, а также и числах высших классов. 

y = ] g ( e * уГЬ) 

— построение третьего класса, но число это первого класса, так как 

Следует отметить, что трансцендентное построение д класса от одной или 
нескольких букв, по замене последних рациональными числами, дает числовое 
построение q класса, а потому трансцендентное число q-то и нисшего класса. 
Обратно всякое числовое построение можно представить, как результат замены 
в буквенном букв рациональными числами. 

В настоящей статье мы будем говорить главным образом о построениях 
первого класса. 

Мы будем рассматривать еще трансцендентные неявно определенные. 
Можно определить числа трансцендентным уравнением 

где & — построение с помощью элементарных трансцендентных. 
Мы будем говорить, что х тогда определяется неявным построением 1, 2 

и т. д. классов, смотря по тому, к какому классу следует отнести Q(x). 
Так, уравнения 

lg (х* + у) — 3х = 0, 
/ 2 lg (xi, + 2г/) — lg ( / х* + у + у) = х* 

должны быть отнесены к первому, а 

]g(xetJ у) = ех~^ 
— ко второму. 

§ 7. Алгебраическое число, приближенно выражаемое рядом уравнений* 

Неравенство (2) можно переписать в виде 

q ^ у As и , 

р 
где е— аосолютное значение разности — — х или 

\p\ + \q\>Be-ln, (13) 

где У А > В и В не зависит от п. 



Дробь - можно рассматривать, как корень уравнения 1-й степени 

ЧИ—Р " <Л (14) 

и неравенство (13) будет тогда давать низшую границу для высоты уравнения (14) 
при условии, что у представляет х с точностью е. 

Теорема Л ь ю в и л л я при такой формулировке допускает следующее об
общение. 

Пусть х = xt — корень уравнения 

«« ' n + ' V " - 1 + • •. + + «* 0. (15) 

Пусть, далее, yi—корень уравнения 

Ъ^Г + Ь ^ + . . . + 6 ^ + ^ = 0 (16) 

представляет приближение х, так что 

\У\ — хЛ< б; 

тогда высота уравнения (16) удовлетворяет условно 

где //, как мы ниже покажем, равно —, а В не зависит от bj. 

Мы дадим подробное доказательство этому свойству, отмеченному Б о 
р е л е м *). 

При этом заметим здесь, что выводимое в настоящем § неравенство имеет 
место не только для вещественных, но и мнимых у, х, так что | | ныне означает 
модули (см. § 3, конец). 

Коэффициенты b j мы предполагаем целыми и сокращенными. 
Взяв произведение 

• Р = (Pi — #i)(#i — #a)(#i — л*,) • • • (//i — *п) 
Oh — хх)(Уъ — ^а)(Уа — #з) • • • 0/* — х п ) 

кУт—Х1)(Ут—**)(Ут—**)- ' -0/т—Хп)> 

где Xj, у- — корни уравнений (15) и (16), мы замечаем, что с одной стороны, 
в виду того, что 

ao(yj — -*i)0/y — • .(yj — xj = « о У > + « 1 ? / ; " " 1 + • • • + 

мы можем написать 

" ( I . _ , о о 

1) Comptes Rendus, 1889. Моя статья: К теории трансцендентных чисел. Протоколы О-ва 
Ест. при Варшавском унив. 1913. 
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J = 2 i 

если 
I К — л) К — л ) • • • К — yJ I < 

Мы ставим теперь следующее ограничение: уравнения, определяющие ух 

(приближения хх), таковы, что модули всех корней остаются меньше некоторого 
конечного, независящего от Ьк, числа t. 

Это условие равносильно условию правильного изменения Щ\ 
В самом деле, если ни один из корней вместе *с j не возрастает, то коэф

фициенты уравнения 

выражаемые целыми симметрическими формулами корней, будут оставаться конеч-

яыми. С другой стороны, предположив, что < (А: = 2, 3 . . .п\ из уравнения 

Ш) Ш) АО) 
1 I 2 | I т 11'^ш^ т,А = 0 

1 Ъ$у 1 1 Щ)у"-1 
должны вывести, что 

l i m - ^ ^ O O . 

Тогда можем положить U = { \ xt | -f-1 /. | } т ~ 1 , т. е. независящим от Ь.. 
Неравенство же (18) сейчас нам дает 

! l ' ' . l + I M + - - . 4 - i b j } - 1 u r : 
I « 0 г и • 

где | х | — наибольший из модулей I х. |, если этот наибольший модуль больше еди
ницы, и единица — в противном случае, или, замечая, что 

1Л.1 + |Ь11 + ---+1*»,1>^"'», (19) 
где 

wе зависит от b.. 
Математический Сборник, т. XXXIV. 

У , Ц 

Здесь hv

06f как целая симметрическая функция от у., сводится к целой функции 
от Ь0, bt...bn, а так как мы предположили Ъ. целыми числами, то оно— 
целое число. 

Но, с другой стороны, 

Р= ( - D " " 1 ^ У а Ж - / / з ) - • • (* , — &»)} — £ Д • 

Полагая | ух — хЛ \ < е, выводим, что 

101 
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Взяв первый из отмеченных в § 3 способов приближенного определения а\ 
можем, придав неравенству (19) другую форму, высказать следующее положение:: 

Если число х определяется приблиэюеипо корнями ряда уравнений опреде
ленной степени т с целыми коэффициентами, правильно изменяющимися, 

+ + • • • + + = 0, (16), 

в которых Ыр при достаточно большом j может быть сделано как угодно ве
лико, то число х не определяется неприводимым уравнением п-ой и ниже сте
пени, если пргг достаточно больших] 

ь-*|<(4=+.' (2о)' 
где — высота уравнения. 

В самом деле,, неравенство (19) дает 

? ^ G 1 
* ^ ь и ) п , \а9\яН' 

а (20) 

так что 
(Ь(Л)»4-1 ^ фО))« 

что при достаточно большом Ь{/) или j невозможно. 
Отсюда имеем достаточный признак траисцендентносупи. 
Число х трансцендентно, если для всякого п и при достаточно большом 

i»-'\<\m?' (20) 

На основании условия правильности возрастания Ыр мы можем неравен
ство (20) заменить следующим 

\ » - * \ < ^ - w 

Если \ —наибольший из модулей \Ьр)\, то условие (19) дает 

_ L 

т | W) | > As п , 

^ К G a 
8'>\Ь\п' тп ; 

совместно же с неравенством 

дает 

1 
• < i 
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но этого быть при достаточно оольших j не может, так как уже меньшая вели

чина уПЬ\р бесконечно возрастает. 
Таким образом устанавливается достаточное условие неопределяемости х не

приводимым уравнением ?г-ой и нисшей степени, а затем и достаточное условие 
трансцендентности х, выражаемое неравенством (20). 

§ 8. Об условиях трансцендентности нуля голоморфной функции. 

Если мы возьмем второй способ определения х § 3, напр. будем определять х 
уравнением 

№ = *о + охх + + . . . + ст*Г + (21) 

где и если через d обозначить наименьшее кратное L, , то 

р ) 

е. — -~9 и условие (19) даст 

f U k o l + k 1 j + . . . + | C M | ] > J 6 - ^ 

^ А" 1 
£ ^ б V » — \an\"\am\"d'\H ' 

I I т ' 0 1 I m i т 

tf» = k « l + l c i l + • • • + ! « » I-

Если радиус сходимости (21) но меньше единицы, то 

где К — число, независящее от т и 

(22) 1 0 1 m 

следует помнить, что здесь Н но зависит от dn и е., так как 

в силу сходимости (21) в круге радиуса не меньше 1 бесконечно убывает. 
По И зависит от ш, причем Н — дт-г, где уже Q не зависит от т. Заметим 

также, что dm возрастает вместе с т, ибо иначе ст не могли бы вместе с т 
убывать. 

Но дальнейшие заключения мы можем сделать только при некотором огра-
тт 

иичении, относящемся к возрастанию dm, а именно — предполагая, что f бесконечно 
убывает с т. 

Если 

•" dL (23)' 
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Если радиус сходимости меньше 1, то подстановкой х~ ZQ, где за Q при-
1 
к 

— E^—j, приходим к случаю уже рассмотренному. 

нимается рациональная дробь * (к — целое число) меньше В, например, взяв к 

Вместо (23) имеем 
1 

I ч ; > г--
и если заметить, что, на основании теоремы К о ш и - Г а д а м а р а , 

. ^ - 1 

Е ^ ) = ШпУ<£. 

Условие это можно привести к виду 

s < -4 (24) 

Но условие это сводится к тому, что выведено для случая R > ]. 
Если при всяком и и достаточно большом т 

/ 1 
£ - -. . 

^ (1П 

т 

то условие (24) выполнено. 
В самом деле, взяв 

£ < г 1 

т 

мы должны иметь при достаточно большом т 

1 < 

при достаточно большом м, то корень уравнения (21) не может уже определиться 
неприводимым уравнением n-й или иной степени, так как неравенства (23) и 
(24) дают 

^ < i « o i ^ v - 1 . 
чего при достаточно большом т быть не может. 

Отсюда выводится, что х— наверное число трансцендентное, если для вся
кого п и при достаточно большом т 

(23) 
т 

предполагая вместе с тем, что 

lim ~j~ = 0. 
m—cr> а*„ 



гак как при достаточно большом т 

В неравенстве (23) можно принять т = п. 
В самом деле, для данного п можно всегда взять т столь большим, что 

1 1 
(1*1^ ((>г 

т т 
и неравенство 

•<• ,77,7 (24)' 
т 

будет влечь за собой (24). 
Если теперь 

/'(.г) = + + + . . . + гтяГ + Вт(х), 
то 

/'(//) - njjj). 

На основании неравенства (8) § 2 

\у / г ; < | 7 Ц 

где | jRm J — наибольшее значение модуля остаточного члена и, совершенно таким же 
образом, в случае кратного корня, уравнение: 

! у — -/; | < ' 

Неравенство (23) заменяется следующим: 

! * . ! < ^ - ев)' 
т 

Но это неравенство при достаточно большом т заменяется 

\К\<^. (26) 
т 

так как при достаточно большом п неравенство 

т 

влечет за собой (26'). 
То же самое следует сказать и в случае кратного корня. Неравенство (23) 

заменяется: 
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которое является следствием 

tn 

и поэтому может быть опять заменено (26). 
Итак, корень уравнения (21) наверное трансцендентный, если для всякого п 

а прг1 достаточно большом т 

l « J < ^ , • (26) 
т 

или, если при достаточно больших т 

1 т

т 

I Е т \ < ф п ' тьчем lim -j- = 0. (26) 
т т 

Этот результат тотчас связует арифметические свойства нулей голоморфных 
функций (или вообще алгеброидов) с характером тех операций, с помощью кото
рых они строятся, а также с особенными точками на круге сходимости. 

Мы ограничимся пока случаем f(x) выражаемой в конечном виде с помощью 
элементарных трансцендентных, предоставляя читателю сделать такие же вы
воды и для случая, когда f(x)—вообще решение алгебраического дифференциаль
ного уравнения, а также для случая, когда f(x) —интеграл уравнения 1-го порядка 
П е н л е в э и т. д. 

Тогда, на основании теоремы Ч е б ы ш е в а *), мной доказанной 

£ » < j £ (*) ЫЙ^*- Е <**\И 

т т " 

т. е. отношение наибольшего простого делителя, входящего в dm к т. с возра
станием п остается меньше числа Е, не зависящего от п, и то же относится 
к показателю всякого простого делителя. 

Поэтому 

где сот(рт) — число простых чисел не больше п, и потому 

Ют(Рт)<™т(шЕ)<Ш'Е> 

Но очевидно, что при достаточно больших т 

{тЕ)тЧ* < m m B 

и 

*) Bulletin des sciences mathe'matiques, Т. 50, Novembre—Decembre 1926, также Sur la gene
ralisation du theoreme d'E i s e n s t e i n, indique par T s с h e b у с h e f f, C. R. 1926, t. 182, № 4, 
см. H e r m i t e , Cours (Fanalyse, 1882. 
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выражаемое в конечном виде с помощью элементарных трансцендентных, имело 
трансцендентный нуль, будет следующее: при достаточно большом т 

§ 9. О трансцендентности нуля гипертрансцендентной функции. 

Полученный в § 6 результат приложим к доказательству трансцендентности 
корня уравнения 

« = 0 [ ф ( ю ) ? ( и ) 

где 0 < iy T < 0()г) < £, при этом рациональное, 
где £, /<т — постоянны, 

#(w) удовлетворяют условиям § 1: (*) 
Функция, стоящая в левой части уравнения (27),— функция трансцендентная 

(на основании теоремы Э й з е н ш т е й н а ) , и более того, не выражается в конеч
ном виде с помощью элементарных трансцендентных, как это следует из моих 
исследований; более того, не определяется никаким алгебраическим дифферен
циальным уравнением,т.-е., согласно терминологии М у р а 1 ) , трансцендентно-транс-
цендентная, а по М а л л е — гипертрансцендеитпая функция. 

Уравнение (27) очевидно имеет вещественный корень, ибо, представляя это 
уравнение в виде 

где через гр означены последовательные знакопеременные члены, мы можем, пре
жде всего, положить х — 0, что даст 

до) = 0(0) > о, 

а затем распорядиться х таким образом, что 

— tpjj*) < О, (0 < / < 2 т ) , 

1) N. M o o r е. Concerning Transcendentally Transcendental Functions. Mat. Ann. B. 48. 1897 e 

Д. М о р д у х а й - Б о л т о в с к о й . О некоторых арифметических свойствах решений диф
ференциальных уравнении. „Мат. сб." 1910. 

M a i l l e t . Introduction a la theorie des nombres transcendents. Paris. 1906. Note III, p . 242. 
H e i n r i c h T i e t z e . Monatshefte fiir Math, und Phys. 1916. S. 311; там же библиография 

аю этому вопросу. 

В самом деле, 
lim \т2(т — A'2) lg т — т*Е* lg К} = 

Wt:=GO 
( 1 

= lim mz(m — E2) lg m — -™ ^ = 0 0 • 
W = 0 0 i W j 

Таким образом, условием достаточным, чтобы голоморфное разложение 



чего всегда достигнем, взяв (при достаточно большом т) 

_ _ _ _ _ _ ф(2т+1) й(2»»+1) F 

В самом деле, при достаточно больших п 

Щ ^ 0 * + l ) ' J ( y + 1 ) g>(2w)8(2"') F 
в(; + 1) ч>{))т <p(2w + 1 ) »(2«»-н) £ 

так как 

ф(2ш + 1 ) ^ + 1 ) ^ в(2*+1) 
(2w+l)»(2"»T-D 9 ,(2m) ' ( 2 , n f l ) 

в силу условий ( * ) § ! : 

<р(2».)»<*"> д , 0 - + 1 ) в ( Я - 1 ) < Ф(2«08</+1> 
9)(2m + l)'K*-+i) ™ i ^ . f i _ ^ 

g>(2m) 8 ( 2 и + 1 ) 

1 

и потому левая часть неравенства (28) имеет своим пределом 0, и неравенство 
при достаточно большом т удовлетворяется. 

Остается только доказать, что при достаточно большом т 

г (р(2т - f l ) » ( ^ + i ) ^ 

как угодно мало 

W 2 w + - | ' ф(2т)»(2«») е] 

Замечая, что в неравенстве 
/ = о о 

С0 2 п + 2 (^) < ^ | р2н+> (#) j , 

I I < ^ ( 2 , ^ + j ) « ( W 
а ряд 

^ 1 

сходящийся, — доказываем этот пункт. 
Трансцендентность корня уравнения (27) будет доказана согласно (26) § 8?= 

если установим, что для достаточно больших т 

Но 

1 * ! ^ <р(т + l ) 8 ^ 1 ) | g I "И-1 ' 1 1 

где £— конечное число. 



Нам это удастся, если докажем, что предел отношения правой части нера
венства (30) к правой части неравенства (29) равен нулю, что в действительности 
имеет место, так как это отношение равно 

в ( я г + 1 ) | 1 1 ж + 1 

F 

Предел же правой части последнего неравенства равен нулю. 

§ 10. Низшая граница для 2CJCXJ. Упрощение проблемы. 

От условий алгебраичности переходим к условиям выражаемости через по
казательное построение первого класса, иначе говоря,— через алгебраическую 
функцию (§ 5) от основных трансцендентных 

еч, 
где а. — алгебраические числа. 

При этом начнем с простейшего случая. 
Будем предполагать сперва Н полиномом с алгебраическими коэффициентами, 

в каковом случае он сводится к линейной функции от е3*, где г. — алгебраи
ческие числа 

(31) 

где Cj — алгебраические числа. 
Чтобы найти достаточное условие невыражаемости числа через эту форму, 

у 
мы установим низшую границу со отклонения рациональной дроби ~ от формы 

О, е*« -|- (\ez* - j - • • • -f- С esp, так что 

или 

< 7 / . + ( у . + . . . + С/Р 

A ^ + D ^ ' . - b yD/v.-yS 

^> со 

>со. 

(32) 

Последняя форма неравенства (32) указывает, что дело будет итти об опре
делении низшей границы для формы (31). 

Прежде следует отметить, что мы в наших исследованиях можем ограничиться 
простейшим случаем, когда С.— целые рациональные числа. 

В самом деле, если С.— алгебраические числа, то можно всех их выразить 
рационально в 

1 -2*/v 
j=i 

где kj — некоторые целые числа, а / определяется уравнением 

<o(t) = 0 (33) 
с целыми коэффициентами. 
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Придавая / значения, равные корням уравнения (33), получаем из I : 

U\ и"... и®, 

2 v 

где I)j — уже рациональные, a Ej целые числа. 
Если 

то, обозначая 

где 

2*/ 
U'U"...U®\ = rt 

F<E, 
T<E, 

E остается неизменным при возрастании 6. 
Далее, мы еще можем предполагать, что в форме (31) е , , ^ , . 

алгебраического уравнения 

0*» + 0 , ^ 1 + . . . + 0 ^ + 0, = О 

с целыми рациональными коэффициентами 0., и при этом сумма 

при всякой рациональной функции g(z) дает рациональные числа. 
Для этого выражаем s. рационально в 

(34) 

(35) 

- корни 

>=1 

где к - — целые числа (не зависящие от J), а / определяется алгебраическим ура
внением 

*(/) = 0. (36) 

Беря различные корни: t, t".... последнего уравнения, будем иметь нор
мальную область i2 подстановок, приводящую 

К 

v = -f cj* 4 - • • • + с / р , 
U" = с / . + 6 ' / * Н h Сре*, 

P=UU'U"U" 



I 

будет вида 

где xt, xv л а . . . получаются подстановками области i2 и представляют корни 
уравнения 

№ + _\ i 3 n i X + $ п = 0 ? (37) 
где 0. целые числа. 

Зная низшую границу со для Р, ее можно найти и для 

если 

Отметим еще, что 

при всякой рациональной функции д(х) представляет рациональное число. 
В самом деле, взяв вместо Р произведение 

Д [ C ^ V , - f С а в"Л -h . . . ] = Dte»* - f J D ^ V . - f . . . . , 

мы получим выражение, не изменяющееся от подстановок 42. То же относится 
и к коэффициентам различных степеней, т. е. к Cxs*-f-CW*~b * * •> а п о ~ 
тому и к (38). 

§ 11. Низшая граница для 2CfxL Приложение тождества Эрмита-Вебера 

Дальнейшие рассуждения ведутся с помощью тождества 

З—п j=zn j~n 

.//(О) ^ C/J = 2 CjFty) + 2 C/'Mxj), (38) 
€^ — целые числа. 

Здесь ^ определяются уравнением 

0ж* + И } - + Рп = 0, (39) 

причем все суммы (§ 10) 

рациональные дроби, 
F(x) = f{x) + / ' ( * ) -| h / « ( ж ) . (40) 

т = т ^ т ; (41) 

р — целое простое число, которым мы ниже распорядимся надлежащим образом, 

v = (n + h) (р — l ) - f n + A — 1, 
=a?fy(.-r), (42) 

у (ж) = (х — ^ ) (я — # а ) . . . (.г — ж я ), <2(#) - A, ̂  + ?v-i tf'"1 Н h ^о^о, ( 4 3 ) 
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если 
F(x) = + д^х"-1 -| д0, 

ё> <f, — некоторые числа модуля меньше 1. 
Целое положительное число 1г выбрано так, что 

2 WW = 2 CJ*№*J) § °> ^ 

что возможно при 0 < / г < г / , так как иначе w'(x.) обращались бы в нули. 
Мы не будем доказывать этого тождества, отсылая читателя, например, 

к алгебре В е б е р а 1 ) . 
Прежде всего, мы отметим то, что для дальнейшего имеет существенное 

значение 

2 C W = | ' (45) 
У = 1 

где в—целое число и при этом отличное от нуля. 
В самом деле, 

щ) = <Р'(*У+РЛР(Х;) +jp(p + mP^j) н—, (46) 

где А. — полиномы с целыми коэффициентами. 
На основании условия относительно суммы S, 

2 <•/'«>,» 
7 = 1 

рациональное число, а 

7 = 1 
целое. 

Но в силу (46), мы имеем сравнение 

У=п j — n j - n Р 

Р 2 CJF^ ^ 2 С ^ Х ' ; Г - ^ 2 ^ m m o d p ) , (47) 
.7 = 1 7 = 1 7 = 1 

J— п 

| / = 1 I 

В самом деле, при р простом все биноминальные коэффициенты кроме рав
ных единице делятся на р, и кроме того на основании теоремы Ф е р м а т а 

0 /==C (modjp) . 

!) Н е г m i t е. Sur la fonction exponentielle. Comptes Rendus LXXVII, 1873. 
If. W e b e r . Lehrbuch der Algebra. В. II, § 226, S. 828. 



При переходе же от первого члена ко второму первого сравнения следует 
иметь в виду, что 

.(•<;,•» 

— целые алгебраические числа, а 

j 
— целые рациональные числа. 

Но вторая часть последнего сравнения (47) при р простом и большем /9 и к 
не делится на р. 

Поэтому при р простом и достаточно большом можно предполагать, что 
3 — п 

•целое число неравное нулю. 
Будем сперва рассматривать общий случай, когда 

Докажем, что при достаточно большом р 

2 ('/-'J'^-J 

Этого мы достигнем, если разрешим это неравенство, т. е. найдем больше 
чего должно быть то q=p — 1, при котором оно имеет место. 

Будем с этой целью упрощать его, заменяя левую часть выражением более 
простым, но большим. 

Конечно, решение g > q0 этого последнего будет также решением (43). 
Такое упрощение получим, производя прежде всего замену 

на <W, 
где | х | есть max | х.\. 

Обозначая дальше через ф(х) 

m = n-\~h. lj-

мы из уравнения (43) получаем, заменяя модуль суммы —суммой модулей: 

Полагая 

т ^ ) , 

F— целое число 

мы далее имеем 

1 ) Т. е., считая постоянными, мы заставляем их правильно возрастать. 
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точно таким же образом 

| ~<р\ | х |) |< т | х I*"-1 + (ш — 1) | \ 11 х | »-* -| - f й- Ии | | х | 
< Ет% | ж | | х | > 1 
< Км* | | < I 

и окончательно неравенство приводится к следующему 

. п . .. , Е~х' 

Кроме того, на основании формулы С т и р л и н г а 

Ф g*ef» / 2 x q феГ^2ж 

Таким образом для определения # имеем неравенство 

Е-ее*о < J _ ^ ( 5 0 ) 

где 6 = ^ 1 ^ 1 или . 

* H W ^ (51) 
/ 2 * 

Последнее неравенство удовлетворится, если q будет выбрано так, что 

q>Ke(pE)n+\ 1 (52) 

К'/2л>фЕ)п+'!Е-1ех~<)0, J lg Й Г > 1 (53) 

Первое дает 
ч>дГ, (54) 

v = n-\-h зависит только от п, д же зависит только от п. 
Но q можно взять настолько большим, чтобы удовлетворялось неравен

ство (53) или 

^ - i U U (55) 
Ч " Е/2яе 

Что неравенство (53) можно заменить (55), это вытекает из того, что (52) 
дает при К^> 2 

q>№nthe 
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Если положить 
ехбо 

Л. 
Е/2'ле 

то неравенство (55) примет вид 
Kq 

—>Л, (56) Ч 
где А не зависит от ^ а только от п. 

Такому неравенству можно удовлетворить, полагая 

<1>7, 

где у не зависит от /?, а потому обоим неравенствам (52) и (53), взяв 

ч>гГ 
ИЛИ 

где 
9>7-

Таким образом, модуль первого члена во второй части тождества (38) больше 

~ , второго же - меньше — !р > сумма же их больше , ибо 

2 1 1 
-и , l + l l | > | l | _ | H | > r ^ 1 - | - 5 p r ^ j, 

Заметим дальше, что число членов в полиноме 

Р— 1! 

раньше приведения подобных членов равно 

(dtp + If-'dcp < (dtp + 1)" = (л -f А -f 1У\ 

где <%> = и -\-h = степень (p. 
Замечаем, что коэффициенты /(.г) получаются от перемножения коэффи

циентов 
<Г'П, <Р (*)... <r'U) 

и потому не больше 
пЕр<пр Е<\ 

а ) f(x) | не больше 
np(n4-h-\-l)pEpJ' 

(и неравенство (53 будет выполнено, если 
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или 

где N зависит только от п. 
При дифференцировании же вводятся множители v, (v — 1) 

трудно видеть, что 
| / " ( р + 1 - к . ) ( 0 ) | < ^ ! ^ , 

а затем, что 
I F ( 0 ) | < Npv\(v — р -f- ijx" < Hp{v + 1 ) ! , 

где Н опять зависит только от пи х. 
Теперь в неравенстве: 

j — n 

2ч 

поэтому не-

7 = 1 

1 1 
Г(0)р+г в 

(57) 

будем заменять В ббльшим значением, более отвечающим поставленной нами цели, 
1) Во-первых, заменяем 

через 

на основании того, что 

H V - и 

v-\-l\ 

1 Не у - И №"Pn+h 

( * > + l ) v f V 2( i>+ l ) 

если положить 

v+i=g<T+h, g">g{n + h) 

и поставить для g" (а потому и для д) ещо новое условие 

5 

Таким образом, 
, 9 " > Я е . 

\j~n 2 
У = 1 

> 
1 

(* + 1!)а 

(58) 

(59) 

2) Если же мы возьмем еше q<i2gp"*h, то, согласно теореме Ч е б ы -
ш ев а *), положив 

двГ*-\-\<р<2д^"-\- I, 

мы можем считать _р простым числом. 
По тогда 

У-Т"1! < I (« + Л) СЫп+Н + 1) 1! < 2 (« + Л + 1 М8"**! 

и 

где I зависит от п и б. 
(tf"**!)" 

(60) 

1) T c h e b i c h e f f . Memoire sur les nombres premiers. Mem. pres. a I'Academie de S.-Pe-
tersbourg, t. VII, 1854, p . 17 — 33. Journal des Mathematiques de Liouville. I Serie, t. XVII, 1852 
p. 366 — 390. J. B e r t r a n d . Journal de l'Ecole Polytechnique. Ch. 30. 



Если мы зафиксируем степень уравнения п и коэффициенты С. и будем ме
нять /?, переходя от одного уравнения к другому (правильно меняя см. § 3), 
то неравенство (60) дает нам при достаточно большом /?: 

2 ч 
17 = 1 

> ^2 (п + Л)! (61) 

так как очевидно 
£ 2 ( п + Л ) ^ 2 ( » + Ь ) - 1 в л в 

Ь'Н — — т - —Ть = 0О. 

В случае /? = 1. 
Легко видеть, что весь ход рассуждений остается вплоть до неравенства 

<61), обращающегося в следующее: 

2 с/ 
/ = 1 

(62) 

«конечно, уже отсюда не выводится (61). 

§ 12. Об условиях выражаемости формой ^ в случае алгебраиче-
7 = 1 

ских коэффициентов С.. 

В форме (61) неравенство найдет приложение ниже при исследовании выра
жаемости через алгебраическую функцию от логарифма. 

Для намеченной в § 10 цели нужна другая форма, которая выводится ана
лизом зависимости t от б. 

С этой целью исследуем решение неравенства (56) 

Kq 

— >A = Ra, q 

Е/2ле 
Возьмем 

И = 2, если В << 2, 

В = В, если В>2. 

Тогда неравенству (56) можно удовлетворить, полагая 

g = £ l g < * . (63) 

В самом деле, неравенство (56) представится в форме 

>R6, 
Ч 

Математический Сборник, т. XXXIV. 



а по замене q значением (63) в левой части, будем иметь: 

ей lg к 

и неравенство (56) будет выполнено, если докажем, что (так как ]gK ^> 1) 

о* — 
]g6 ^ 

Но в этом легко убеждаемся, замечая, что 

растет безгранично вместе с .-. 
Таким образом мы можем брать, чтобы удовлетворить неравенствам (52) и (53)> 

д— зависящее от б и п можем взять равным 

Ig.o, . ^ . . (64) 
где f уже зависит только от п. 

j=n . , . 

Но при доказательстве, что ^ можем предполагать не равной нулю,. 
.., л - 1 . 

мы должны были взять 

Мы удовлетворим и неравенству (56) и этому услозию, если возьмем вместо (64) 

д = fo lg б. 
В самом деле, 

\Щ<р'(х^\<1у'\б, 

где | у I — наибольший из модулей •(p'(xj)\.-
При достаточно большом б мы, конечно, имеем: 

fpv6]g6 — 1 > : д / | б . 

Таким образом при достаточно большом б можем положить 

1 2еf{ > ( / 6 l g a ^ ^ ! ) ^ ' ( 6 5 ) 

где / зависит от п. 
Предположим, что уравнение (39) остается неизменным, но изменяется си

стема чисел 
с с С 

так, что б = И | С. | безгранично возрастает. 
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Тогда при достаточно больших б 

7 = * 

20 
7=1 

Ч J >Т7. 
1 

(r6]gtf!) 
(66) 

где г не зависит от б. 
Но при достаточно большом б это неравенство можно заменить 

j—n 

1^ > 
1 

(6lg6!)H-
(67) 

где р= 2(r + 1). 
В самом деле, 

l i m — | ч , , = l i m — - = О, 

еи ,(2мл:)2 

где w = n lg /г — rw lg >' -j~ (>* — •*) ft, 
так как 

l im со 
М —GO 

Г r ig Г Г — 5 1 
= п lg /г 1 р-^— + -j : [ \gn ign J 

Чтобы снять ограничение § 10, замечаем, что сумма модулей коэффициентов Р 

где I не зависит от б, и кроме того 

| ^ . ] < б / 7 И 
-наибольший из модулей .г.. 
Неравенство (35) дает, на основании (67), 

j—n 

7 = 1 
> 

1 (68) 

«замечая, что 
e{l-\)\'\6l-lU6l\Z6Y\Y. 

l i m - — — — — — - = F О, 
а=Ю [ б ^ ' б ! ] ^ 1 ) 

можем от (68) перейти к следующему: 

2^ 
У-1 

> 
1 

...('> lg б!)? 
(69) 

где (> = 2 (г 4-1) + 1) не зависит от б, I представляет порядок группы Q . 
Далее, имея в виду, что 

мы еще можем написать 

7=?г > 
1 

(70) 
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и наконец в силу того, что 

также 

,. (б г+М)? п 

(71) 

Дальше мы будем оперировать только с последней формой. 
Совершенно таким же образом снимем условие рациональности, относящееся 

к Су Неравенство (71) имеет место и в том случае, когда Cj—целые алгебраиче
ские числа. 

Но в случае дробных мы заменой 2Cjexj на d2Gfr), где (I — общий знаме-
j j 

натель С (такое d, что dC.— целые алгебраические числа), имеем 

1 1=* 

1=1 
> 

Но 

так как 

lim гтг- = О, 

lim б г + 1 lg6 | (v - f 1) — ^ j 

и мы можем написать также 

Возьмем теперь разность 

2^' 

£ - 7 
Г, Ж" ; r./j.-^ : . . . \-<\д х" у 

где ^ — рациональное число. 

Мы будем иметь тогда на основании доказанного в силу неравенства (71) 

> i(Tvl) 

где х = 26(Cj) -f-1 у | < 61, 1 = 2(Cj) -f-к, где к — определенное число, превосхо-
7 

дящее 

Таким образом 
1 

x v f \ \ 

ЕСЛИ трансцендентное число формы 

| = C i e - . + C a e * . + . . ; + C e e * - , 



где Cj, xj— алгебраические числа,— приблиэюенпо выражается рациональными дро-

Р 
вами то для всех q, превосходящих некоторую границу, 

й— > (72) 

для некоторого v^>0 независящего от q. 
Это, конечно, условие необходимое, но вовсе не достаточное выражаемости 

формой линейно-показательной. 
Как следствие вытекает условие не необходимое, а только достаточное 

иевыражаемости этой формой. 
Если для всякого v^>0, при достаточно большом q 

й — Р < _ L (73) 

то число g не выражается линейно-показательной формой. 

§ 13. Об условиях выражаемости показательной трансцендентной первого 
класса. 

Этот результат нетрудно распространить на случай какой угодно алгебраи
ческой функции от eXi, ех*...ехп. 

Сперва возьмем рациональную функцию от основных трансцендентных; она 
сводится к виду 

где Cj, Dp х} — алгебраические числа. 

(C1d + A 7 ) C ' + . . . > J _ (74) дЦ)^-\-1),^-{-.. 

где \Dltx-\-1)^ег'—\-.. ,\<^G, G не зависит от 6, 

t = 2\ Cjd + 1 ) . у | < r f [ 2 ' | Cj I + Ь2 j Dj I ] = <K; 

/ не зависит от 6, вследствие чего последнее неравенство (74) можем заменить 

7 й-1 > _ L 

где со = v-\- 1 не зависит от д. 
Для перехода к общему случаю алгебраической функции следует использо

вать неравенство Л ь ю в и л л я (7, § 2) 
/ 7 \ 



— 86 — 

если 
f(S) = f,(e", е * * . . . + <**...)e*-1 + ... + fll(e*, ^..-). 

Но 

можно подвести под форму 

сумма модулей коэффициентов меньше 6кН, где I: уже не зависит от 6, и 

'(5) > 
1 

д\дкну\ 
5 6 > 

1 
Мд\дкН)г\ 

что мы можем заменить 

§ - 1 > 
Таким образом, если число выражается общим показательным! построением 

первого класса и если оно приближенно выражается рациональными дробями 
Р , то для всех q, превосходящих некоторую границу, 

> 1 (72) 

для некоторого г , не зависящего от q. 
Отсюда сейчас же следует и достаточное условие иевыражаемости транс

цендентной показательной 1-го класса, определяемой неравенством (73) при до
статочно большом q. 

Простейшим примером, не выражаемым показательно-трансцендентной 1-го 
класса, в частности алгебраически через е, является 

я = 1 

(и!)" 

(возведение в степень п раз). 
Вообще, то же можно утверждать о числе 

1 
1 1 1 

[9>(1)]8<»> 1 [д>(2)]»<2> 1 

при следующих условиях, налагаемых на <р(м) и #(»): 

9! (и+1) >?>(») (п + 1) 
(р(п-\-1) делится на q>(n) 

#(и + 1)>#(и) я В<"> 
<р (и) < # ( » ) . 

п [ r / i » i l ' ' > n l ' ' " ' 

(75) 

(76) 



1 
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Для в имеем выражение 

V 6.<v.a, с * т 0 (£ £ £ ) • 

здесь ®ai4...*m—полиномы от g;. с целыми коэффициентами. 
Сумма модулей коэффициентов в будет не больше 

где 0 — наибольший из сумм модулей коэффициентов 

Так как, далее, 

^ i • -с i < (i с «; + 1 *1;+...+i i} и < в" 
j=zm 

Г о 

§ 14. Трансцендентное число, выражаемое показательным построением 
первого класса, приближенно определяемое рядом алгебраических урав

нений. 

Возьмем теперь обобщенный способ приближенного выражения трансцендент
ного числа § 3. 

А именно, будем предполагать, что приближенные значения со числа g опре
деляются алгебраическими уравнениями: 

V ° w + с 1 а > , * - 1 + . - • + < W i с о + (?„, = О, (77) 

которые мы будем, конечно, предполагать неприводимыми, причем будем предпо
лагать, что т остается неизменным, а е} возрастают, так что 

7<Е-

Обозначив через c o v с о ^ . . . с о м корни уравнения (77), будем иметь: 

С 0 ( § — СО,) (g — Ш 2 ) . . . ( § — СОт) = С 0 ^ + С ^ - 1 + . . . + + Ст . 

Взяв затем для g различные значения в с**, с**... определяемые уравнением 

f0{e?>, e % . . . ) r + / i ( ^ S ^ - - О ^ + . - . + а ^ ^ . - . ) = 0 , (78) 

получаем: 

с " Л% - ш 1 ) % — со,).-.. (g , - coj = в(6-i, < * \ . . . Л ) . (79) 

/=1 
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то 

замечая дальше, что 

| с0 ] ( g i - c o t ) (§j — со,).. . (g, — c o j \<\cQ\ N< 6N ,- = 2 f 3,..n 
I *o I (§1 - <*>*) (Si — <»*)..- (§t - " J | < k o I ^ < 

где N остается неизменным при изменении е., — получаем из (79) 

I §i — ю 1 I > ~^~у^Г| > 

которое легко приведется к виду 

I ё — «> I (80) 

где v не зависит от е.. 
Получается теорема, аналогичная теореме Б о р е л я § 7. 
Если число § определяется приближенно корнями уравнений определенной^ 

степени т с целыми коэффициентами, правильно изменяющимися 

ЩУ + bfjr-1 + • • • + Ъ^-гУ + = ° , 

& которых при достаточно большом j может быть сделано как угодно ве
лико, то число х не определяется показательной трансцендентной п е р в о ю класса, 
если при всяком г ^ > 0 и достаточно большом j 

где —высота уравнения (16.). 

§ 15. Условия выражаемости через алгебраическую функцию от логарифма. 
алгебраического числа 1 ) . 

Пусть в форме 

хк определяются уравнениями: 

^т+^г-1 +• • =0' 
тогда 

(где 6 — целое алгебраическое число, $ — целое рациональное) 

1) В основе настоящего § лежат мои заметки в Comptes Rendus, t. 176, 177, 1923 года-
Работы Б o p е л я (С. R., t. 78, 1899 г.) мне были совершенно неизвестны, равным образом его 

монография Lemons sur la theorie de la croissence. Борель выводит низшую границу для (l— 

но в другой форме, чем я. В наших рассуждениях есть общие пункты. 

| > -



будет определяться уравнением 

0Г+ + + рт = 0. 

Тогда на основании § 10, 11 

L > j r 

Если предположить, что с возрастанием / 

Е не зависит от j y — то 

Ю-<ГЕ 

или 
1 

Г 1 о * 

так что в неравенстве (*) мы можем за р считать коэффициент при старшем члене
уравнения определяющего алгебраическое число xv 

Теперь переходим *) к условиям выражаемости через алгебраическую функ
цию от логарифма, иначе говоря, число, определяемое уравнением: 

/'(g) - сГ' + c i e i m - 1 * + • • • + *m_l^ + ^ = 0, (82) 

где т— целое положительное число. 
Вместо уравнения (82) можем взять и более общее: 

cie"* + счР"* + • • • + с п е * п ' = °? ( 8 3 ) 

где ctj алгебраические числа, и поставить задачу о выражении трансцендентного-
числа через алгебраическую функцию числа, определяемого уравнением типа (83). 

Нетрудно видеть, что таким числом g будет sin или cos алгебраическою 
числа; вообще, решение уравнения: 

Ух^с = О, 

где с — рациональное число, а у — решение линейного дифференциального урав
нения: 

* 0 У { п ) + « i » ( n " 1 } + • • • + + ajf = О 

с целыми коэффициентами а. при начальных данных: 

!/о = Ь, у о = Ь 1 , . - . » ( , | - 1 ) = - 6 » ~ ь 

где Ь. — рациональные, или общее, алгебраические числа (срав. § 5). 
Пользуясь неравенством Л ь ю в и л л я (§ 2), 

| * - . | > ^ ' го 
*) Условие (*) в этом случае, конечно, выполнено. 
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или его обобщением 

, » - . , > П ^ 
1 1 р 

принимая в соображение, что нули функции 

j-n 

7=1 

могут быть особыми точками, получаем из неравенства (61) § 11. 

Я 
г- = 2(w? + Л) У 1 ' 

\*-*\>щ 
<o = 2(m-\-h) + 1 , 
предполагая, что определяется уравнением 

/ 9 Е . Т - + ^ - i 4- . . . + Д ^ + Д , . = О, 

в котором (ij правильно возрастают. 
Таким образом, если g = lg о>, гОе со— алгебраическое число — приближенно 

выражается корнями уравнений, 

[30) 

где с ) бесконечно возрастают так, что -гггт<^Е,— то, начиная с некоторой 
о 

границы 
1 

Is ^ I ($3) 
где v не зависит от j . 

Отсюда выводится достаточное условие иевыражаемости через логарифм 
алгебраического числа, аналогичное условию § 14, выражаемое неравенством 

\ £ ~ * \ < Ш Г (84) 
' О 

Для частного случая приближенного выражения рациональной дробью будем 
иметь: если число выражается логарифмом алгебраического числа и если рацио
нальные дроби — представляют его приближение, то для q больше некоторой 

границы 

' (35) § - 1 

где V ^> 0 не зависит от q. 



Достаточное условие иевыражаемости будет определяться неравенством 

(86) 

для всякого v и при достаточно большом q. 
Из неравенства 

1 ост ш -
а I 1 

где а — целое алгебраическое число, @ — целое рациональное число,— выводим ана
логичное неравенство и для (вообще) алгебраической функции от log со. 

Сперва для целого полинома имеем: 

i Q (log со) | = |/?|"П j (log Ф-,,) |>|~> ^ 
/=1 

io=(v±l) ( 4 m - f 1) 

при достаточно больших, /5 так как, как нетрудно убедиться вычислением, 

lim — — со. 
р - а с 0" 

Отсюда общим путем (§ 13) наш результат распространяется и на случай 
а тбраическои функции общего типа от log со. 

Замечаем, что 

ё - - > 
где положено 

№ = / . (lOg « ) |* + / . (lOg О») г-1 + . . . + ZidOg «>) 

01 g*/0(log(Q)+a*-W'i(log c o ) 4 - - - - + ^ / ; a o s w ) 

Далее, модуль коэффициента при старшем члене (log со)? в числителе 

r = | a * f , + « * - 1 ^ + . . . + 0VTl, 

где ^ . — модули коэффициентов (logсо)" в / в . f\...fk. 

T<JkH<JinF~f, 

Н--1\ Г ' - : Г , Г " • ••• : 1:, 

7 = 1 / 1 | У 1 > 1 
7 = 1 I 7 y=o-

к, таким образом, не зависит от (3. 



Поэтому 

I й — х I > — ^ п — • 
1 \рН | л ? | * р 

Последнее неравенство обычным порядком приводится к виду 

где со == (v-\- 1)(4/?г —j- l)fc-f-1 не зависит от /3. 

Ограничиваясь случаем приближенной выражаемости рациональной дробью 

можем сказать, что 
если число g выражается алгебраической функцией от lg со, где со — алгебраиче
ское число и приближенно выражается рациональными дробями, то для некото
рых р^> О при q, превосходящем некоторую границу,— 

^ 1 

Iff (— 1) 

Так как ж = ^ , то то же условие имеет место и для чисел, выражаю

щихся алгебраически через ж. 
Условие иевыражаемости: существование для всякого о такого с/, что 

_ * | < 1 . 
Выведенные условия относятся и к алгебраическим функциям sin со, cos со 

и т. д., где со — алгебраическое число. Функции, приводимые примерами в § 13, 
не выражаются не только алгебраической функцией е, но также и алгебраической 
функцией лг. 

§ 16. Условия выражаемости чисел некоторыми построениями 
второго класса. 

Посмотрим теперь, каково условие определяемое™ g уравнением 

J[e«M9 е*&.. .еаР^\ ех>, ех*,. . .е*», g] = 0, (87) 

где â .(g) алгебраические функции g, xv . .алгебраические числа, А знак це
лого полинома с целыми коэффициентами. 

Предполагая £ корнем уравнения (87), точку g или обыкновенной точкой 
или особой алгебраического типа, мы будем иметь в виду неравенство Л ь ю в и л л я 
(7) § 2 или его обобщение (7)* § 3 

\*-*\>щй-'4- ^ 
А — результат подстановки в левую часть уравнения (87) вместо т. е. 

А[еу*, е у * . . . е У * , eXi, е х * . . . е х п , х], 
гДв у- — тоже алгебраические числа. 
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Но на основании доказанного в § 11, именно — на основании неравенства (61). 
рассуждениями, аналогичными § 15, получаем 

\ А \ > ~ (88) 

где у— коэффициент при высшей степени уравнения 

со(0 = О, 
определяющего число 

j—p i—n 

7 = 1 i=l 

(Ij, mh m — некоторые целые рациональные числа) через которое рационально 
выражаются хл, у. 

Если 

•г=т »i=i> 
где a, ai% у. — целые алгебраические числа, а ft, 6 целые рациональные числа, то 

у = fide, причем 6 = 

где I не зависит от и неравенство (88) можем заменить 

is—*1>0^; 

со не зависит от т. е. имеем условие § 15 с вытекающими из него следствиями. 
Мы, таким образом, имеем условие иевыражаемости неявным показательным 

построением первого класса. 
Возьмем частный случай уравнения (87) 

А[е«&, exi, е**...х] = 0, 
дающий 

g = f f [ l g f l P ( e % € % . . . , * ) ] 

в форме уже явного построения 2-го класса специального типа. На него рас
пространяется признак § 15, выведенный для логарифмической функции от 
логарифма. 

Отметим, не углубляясь, еще трансцендентное уравнение 

A[\ga(U), g ] = 0 ? (89) 
где Л — полином. 

Рассуждая таким же точно образом и пользуясь результатом § 15, получаем: 

£ - * 1 > р г 
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П A [lg a(g), -г.] = ^6 lg? a(g) -f . . . = 0; 

d — коэффициент при старшей степени lg a(g) в (89), так что 

Отсюда получаем опять 

где со не зависит от /3, и все отсюда вытекающие следствия. 

(83') 

§ 17. Исследование нулей функции 
А[е^\ еа№. . с ^ . . .g]. 

Исследование предыдущего § не полно. Мы должны распространить получен
ный результат и на случай, когда g = g 0 существенно-особая точка, что будет 
тогда лишь, когда при g = g e -

a / g ) = o c . 

Не трудно функцию А представить в виде: 

j—tn 

i \(g)+2^)P(g); (90) 
7 f = l 

каждые две 0.(g) не равны между собой. 
Здесь Pj(<z) для g = g 0 алгеброиды, причем ./^(g) представляется построением 

7у(ь) — алгеброид 

2 ^ ) ^ ( g ) , . ' . (9f) 

'"=00 

не обращающийся в со при g = g 0, Q/S) полиномы; что касается до то 

Д) = + ,• • (92) "7 

(S—So)* ( ё — ё 

Мы теперь докажем, что g = g 0 обязательно корень уравнения 

Цё) = * > е ^ Щ § ) = 09 (93) 

где 7 — коэффициент при старшей степени lga(g) в уравнении 
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п<?" • i\(I)+2 Щ)^- (94) 
J-2 

Причем будем предполагать, что пЛ из и. выбрано так: 
1) пЛ наибольший из п., 
2) если несколько равных: пх —:-н-2 = . . . и., 

т о ^ — т о т , для которого вещественная часть коэффициента наибольшая, 
3) если вещественная часть .4,?1 —вещ. часть Л», = вещ. часть A „ V

 1 ) Г 

т о взят тот член, для которого вещественная часть следующего коэффициента 
наибольшая, и т. д. 

Будем приближать g к g0, ограничивая некоторым образом направление. 
Положим: 

1 , • ч 

£ — So 

где Q заставим бесконечно возрастать, а на <р наложим ограничение. 
Если 

т о 
АО! 

Заметим, что 

если 

lim <?^) = оо , 

° < " | - + < У ) < 2 -

(95) 

(96) 

Этим неравенством (96) и определяются возможные значения для <р. 
Первый член суммы (94) приводится к нулю. 
Рассмотрим, что будет с третьим. 
Простейший случай, когда /л < 
Тогда в сумме 

членом высшего измерения будет 
Л») 

*) Одну из вещ. частей А 1 Ц можем предполагать положительной, ибо иначе, приближая 
£ к £0, получили бы PQ(£) = 0, и положение было бы доказано. 

т. e. g = g 0 — обязательно критическая алгебраическая точка функции, выра
жаемой линейно-показательной формой. 

Прежде всего, левую часть уравнения, определяющего g0, представим в форме: 
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ж, очевидно. 
Ите'Ф = 0 . 

Если п =п, то 

Ъ(й) = —-—w 

На основании (95): 

: Q ? { [ ДСЛ cos ( Ц- + ^ ) - ДО) cos ( Ц + ) ]} + 
(§ — §,)* 

+ * [ ^ > s i n ( f + ^ ) ) - B 0 ) s i n ( f + *£>) ] . 

Если вещ. ч. вещ. ч. А%\ т . е . 

U0) cos v^(1) > cos v0^, 
то вместе с тем и 

^ c o s ( ^ + ^ ) > ^ > t o s ( * | + ^ ) , (97) 

и потому опять 
• И т е ^ ) = 0. (98) 

Если же вещ. ч. Л ^ ^ в е щ . ч. Л ^ , т . е . 

IiW cos грм = Д(У) cos 

то или У!^ — А^\ или же можно найти ср, заключающееся в границах (96) такое, 
что условие (97). а потому и (98) соблюдены. 

Если же АМ = А%\ то следует исследовать 

еФ 

при 
/ > ч П—1 П—1 | 

'/У*1 „ - + • • • > 
( s - g 0 ) 7 

в виду того, что, согласно условию, веществ, часть > веществ, части А*£_Х сле
дует, повторяя те же рассуждения, что или имеет место условие (98) или же 
АО) = А^ .. 

п—1 п—1 

Продолжая таким образом дальше, получаем всегда условие (98) или доходим 
до вД§) = O^g), чего по предположению быть не может. 

Таким образом получаем 
lim Р ^ ) = 0 

или 
Р!(1 , )=0 , 

z о. 
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которая стремится к 0 с приближением g к g0, получаем: 

Щ«) - 0. 

§ 18. Трансцендентное число, выражаемое показательным построением 
первого класса и определяемое рядом трансцендентных уравнений. 

Исследование § 14 допускает естественное обобщение. 
Можно рассматривать трансцендентное число, определяемое уравнением (78) 

§ 14, приближенно выражаемое корнями ряда уравнений 

ев(е*«, еУ>.. .)со"1-\~фУ^ е * . . .)со'"-* + . . . + c w l (e", . . ) = °> (98) 

где у . — алгебраические числа, с.— полиномы с целыми рациональными коэффици
ентами1), которые можно предполагать (не нарушая общности исследования) вида 

к=д 
с . .. V 6ЩУк 

k=l 

где dp — целые числа. 
При этом при переходе от одного уравнения к другому 6р возрастают, но 

так что 
! d<.*> I 
' 1 1 < Е , 

где Е не зависит от 6. 
Дальнейший ход рассуждений мы только намечаем. 
Теперь в правой части равенства (79) стоит 

6(ех*, ех*.. .00*, «У*. . . ) , 

которое будет степени п относительно с* и степени т относительно именно-
формы 

\ c { ^ . . . c y t f t f . . 4 ' t 

«e + « l + - - - + a m = № 

«*o + 0i + .--f4 - »<• 
1) Не имеющими общего делителя. 

Математический Сборник, т. XXXIV 7 

Итак, нуль функции (90), совпадающий с существенно-особенной точкой, пред
ставляет нуль — критическую точку алгебраического типа линейно-показательной 
функции 2(;и{9)(й)0[д)(§), и результаты § 16 распространяются и на этот случай. 

То же самое относится и к функции 

Л\\$а(й), g]. 

Если g = g0 — логарифмическая точка, то 
j - n 

J[!ga(g), g] V / ^ ( g ) [ l g ( g - g 0 ) } ' . 
7=0 

Приближая g к g 0 в форме 
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Дальше путь такой: 
полагают 

— У У ^Рхк 17 ' J ' 

ур— целые рациональные числа. 
Отмечают, что получается результат не меньший, чем сумма а модулей 

коэффициентов в(ех*, ех*,.. .<^, е**,...)> заменяя ехь, ем единицами, а с№, ур— их 
модулями, так как коэффициенты получаются сложением и умножением сКА:). y(k\ а 
модуль произведения равен произведению модулей, а модуль суммы меньше суммы 
модулей. 

Мы, таким образом, получаем: 
б < 2 П ( 2 I d<*> | )*g II (2 I yW \ )?* 

у А- ^ N А- ' 9 ' 
б < 2 Cf>C** . . . Cn*mt}tf - • • Г~Ь если ввести обозначения 

к J к 

Отсюда рассуждениями § 14 получаем: 

б<Гв[22бЩг х^2а„^п 
* j 7 .7 

и наконец 
1 

\Ё CO J> —гт . 

если положить 
& = 2 2 \ д Ф \ . 

Укажем одно характерное свойство линейно-показательной формы, отсюда 
вытекающее. 

Взяв т = 1, т. е. 

А-=1 
мы берем число 

1-4 

к—Л 

(х1; — алгебраические числа), где — трансцендентные числа и"приэтом такие, что 

1 
при достаточно большом б. 

Тогда.и 
! £ -

где -г — наибольший из модулей еж* 

или j g — CO ; < - - -
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Quelques proprietes des nombres t ranseendants de la premiere 
classe 

par M. D. D. Mordoukhay-Boltovskoy (Rostov snr Don). 

(tirsiwic.) 

Le nombre clont les valeurs approchees sont. des fractions rationnelles - , ne 

s'exprime pas par une fonction algebriqne de c X i , e % e x n , x.. etant des nombres 
algebriques, si pour toute valeur de r on peut assignor ц tel (pie 

( i ) 

!) Это вовсе не план следующих статей, а'план для работы лиц, заинтересовавшихся на
стоящей темой, преимущественно — молодых математиков. 

Отсюда — заключение о иевыражаемости числа 

€ помощью показательного построения первого класса. 

§ 19. План дальнейшей работы *). 

1) Изыскание условия, чтобы алгеброид 

j * j 
V a.xd ^ О, 

Mo 

удовлетворяющий алгебраическому дифференциальному уравнению представлял 
алгебраическое число. 

2) , чтобы нуль функции, выражаемой алгеброидальным разложением, 
выражался показательным построением первого класса. 

3) То же в предположении выражаемости в конечном виде с помощью эле
ментарных трансцендентных, определимости алгебраическим дифференциальным 
уравнением. 

4) Такие же исследования для алгебраической функции от логарифма алге
браического числа. 

5) Исследование выражаемости числа алгебраической функцией от логарифма 
при приближенном его определении уравнениями типа (98). 

G) Определение нисшей границы для формы 

в зависимости от целых (или вообще алгебраических) чисел а, Ь, с и возможные 
обобщения этого исследования. 

7 * 



Ce resultat se generalise, en supposant que les valeurs approchees sont des 
racines d'une serie des equations algebriques 

^ - + f t W | , - i - f . . . _ | _ b W = = 0 
(2) 

OU 

(3) 

croit avec j et <C.E, ou E est independant de /'. 

A la place de (1) on doit m e t I r e 

(4) 

Le nombre ne s'exprime pas par une fonction algebrique du logaritbme d'un 
nombre algebrique, si on a dans le meme sens l'inegalite (1) et ce resultat se ge-

neralise aussi, qnand on remplace ^ par des racines des equations algebriques (2). 

L'inegalite (4) est en meme temps la condition suffisante pour (pie g ne soit 
defini par aucune equation transcendante de la forme 

A, at(g), ct 2(g),.. . etant des fonctions algebriques, xi9 x 2 , . . . xn — des nombres alge
briques. 

A[e«№9 e«&\. . e**,.. .g] — 0 

(Ree. Math.; XXXIV: 1, 1927). 
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